
 
 

ועוד כמה  (Lagrange)' לגרנז תפונקצי:  3 תרגיל
 דברים

 
 
 

 .כדוריות וגליליותות טורדינאבקותנע זוויתי את הרכיבים וערך מוחלט של  לחשב את  .1
 

𝑀𝑥         : תשובה = 𝑚 𝑠𝑖𝑛𝜑 (𝑟�̇� − 𝑧�̇�) − 𝑚𝑟𝑧�̇� cos 𝜑 
                              𝑀𝑦 = 𝑚 cos 𝜑 (−𝑟�̇� + 𝑧�̇�) − 𝑚𝑟𝑧�̇� sin 𝜑                 

     𝑀𝑧 = 𝑚 𝑟2�̇�                                                   

𝑀2 = 𝑚2𝑟2�̇�2(𝑟2 + 𝑧2) + 𝑚2(𝑟�̇� − 𝑧�̇�)2         
 
 

𝑀𝑥 = −𝑚𝑟2(�̇� sin 𝜑 + �̇� sin 𝜃 cos 𝜃 cos 𝜑)     

                   𝑀𝑦 = 𝑚𝑟2(�̇� cos 𝜑 − �̇� sin 𝜃 cos 𝜃 cos 𝜑)       

  𝑀𝑧 = 𝑚𝑟2�̇� 𝑠𝑖𝑛 𝜃2    

𝑀2 = 𝑚2𝑟4(�̇�2 + sin 𝜃2 �̇�2)                  
        

 
 ?תת שווופוטנציאלי ותואנרגי ותשונות עם מסעל אותו מסלולים  של חלקיקים מה היחס בין זמנים של תנועה   .2

 מה היחס כאשר מסות שוות ואנרגיות שונות?      
 

:  תשובה     
𝑡

𝑡` = √𝑚`

𝑚
        

𝑡

𝑡` = √
𝑈
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   בידה( כך שדה הבתו Lעל הקצה של מוט  m)מסה  תשל תנודות של מטוטלת מטמטיזמן המחזור לחשב את .  3

 תנודות.השל  האמפליטודה כפונקציה של
 

T:   תשובה  = 4√
𝐿
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2 sin 𝑥2

𝜋 2⁄
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 בתוך שדה פוטנציאלי:  mשל חלקיק עם מסה למצוא את זמן המחזור של תנועה . 4

𝑈א.      = 𝐴|𝑥|𝑛 

𝑈0− .  ב    < 𝐸 < 0       U = − 𝑈0 (cosh 𝛼𝑥)2⁄ 

𝑈   ג.     = 𝑈0(tan 𝛼𝑥)2 
   

 !!! Landauלבדוק בספר :   תשובה   
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𝑦  . חלקיק נע על עקומה5 = 𝑦(𝑥)   י נקודות בעקומה.תתנועה בין שהזמן  את במישור אנכי. למצוא תשנמצא 
 

𝑡:   תשובה = ∫
√1+𝑦′2

√
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𝑑𝑥
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ות של עקומה בין הנקודות ואבמישור אנכי שלא נמצאות אל אותו קו. למצוא משו  Bו   A. נתונים שני ניקודות 6

 נמשכת זמן מינימאלי.   Bל  Aשתנועתו של החלקיק על העקומה מ
 

:   תשובה

𝑥 = 𝑅(𝜑 − sin 𝜑), 𝑦 = −𝑅(1 − cos 𝜑), 𝑅 =
1

4𝑔𝑐2 , 𝑐 − 𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑚𝑒𝑡𝑒𝑟, 𝜑 − 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑚𝑒𝑡𝑒𝑟 𝑜𝑓 𝑡ℎ𝑒 𝑚𝑜𝑡𝑖𝑜𝑛 

 
 
 תנועה.הואינטגרל ת תנועה אומשוו  ,Lagrange ת . חלקיק נע בעקומה. לכתוב פונקצי7
 

 :   תשובה
 

L =
1

2
𝑚 (

𝑑𝑥

𝑑𝑞
)

2

�̇�2 − 𝑉(𝑞) , 𝑚�̈� = −
𝜕𝑈

𝜕𝑟

𝑑𝑟

𝑑𝑠
= −

1

√ℎ

𝜕𝑈

𝜕𝑞
,

�̇� = √ℎ�̇�, 𝑠 − 𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ 𝑜𝑓 𝑎𝑟𝑐, 𝑞 − 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑚𝑒𝑡𝑒𝑟 𝑜𝑓 𝑡ℎ𝑒 𝑐𝑢𝑟𝑣𝑒  . 
 
 

𝐴𝑟נתון על ידי פוטנציאל ה. חלקיק נע בתוך שדה מגנטי 8 = 0, 𝐴𝜑 = 𝐴(𝑟, 𝑧), 𝐴𝑧 = 0   

     (axially symmetric field)   תנועה.ה של אינטגרליםהתנועה והוות אמשאת . למצוא 
 

Integrals of motion: 𝑀𝑧                           : תשובה = 𝑚𝑟2�̇� +
𝑒

𝑐
𝑟𝐴, 𝐸 =

𝑚

2
(�̇�2 + 𝑟2�̇�2 + �̇�2)  

                   𝑚�̈�−= −
𝜕𝑈𝑒𝑓𝑓

𝜕𝑟
,   𝑚�̈� =

𝜕𝑈𝑒𝑓𝑓

𝜕𝑧
 , 𝑈𝑒𝑓𝑓 =

1

2𝑚𝑟2 (𝑀𝑧 −
𝑒

𝑐
𝑟𝐴)

2

  Equations of motion: 

 
 

 כאשר:  𝑞ומטען   𝑚עם מסה  תנועה של חלקיק טעון.למצוא מסלול 9
 

𝑡, ב  𝐸0חשמלית הומוגנית נעה בתוך שדה א( החלקיק     = והמהירות נמצאת  𝑣0היא  של חלקיק מהירות 0

 לקיוון של שדה. 𝛼בזווית 
  

𝐸0החלקיק נעה בתוך שדה חשמלית משתנה  הומוגנית ב(     = cos 𝜔𝑡 ,ו ב 𝑡 =  𝑣0היא של חלקיק  מהירות  0

 לקיוון של שדה. 𝛼והמהירות נמצאת בזווית 
 
𝐸0𝑥החלקיק נעה בתוך שדה חשמלית משתנה  הומוגנית ג(    = cos 𝜔𝑡 , 𝐸0𝑦 = sin 𝜔𝑡  ו ב,𝑡 = מהירות של  0

𝑣0חלקיק  היא  = 0. 
 
 

 לעשות אינטגרציה של משוואות תנועה של מערכות:.10
 

𝐿א(    = �̇�2 − 1/𝑥2;  𝑥(0) = 1, �̇�(0) = 𝐿ב(   ;  0 = −√1−�̇�2 + 𝑥 ;  𝑥(0) = 2, �̇�(0) = 0    

𝐿ג(     =
�̇�2+1−𝑥�̇�

𝑥2  ;  𝑥(0) = 1, �̇�(0) = 𝐿ד(   ;   0 = �̇�2 + 𝑡𝑎𝑛2𝑥;  𝑥(0) = 0, �̇�(0) = 2  

𝐿( ה   = �̇�2 + 𝑒𝑥;  𝑥(0) = 0, �̇�(0) = 𝐿ו(   ;  2 = �̇�2 − 1/𝑥;  𝑥(0) = 1, �̇�(0) = 0  

𝐿ז(    =
�̇�2

𝑥
+ 𝑥 +

1

𝑥
;  𝐸0 = −3, 𝑥(0) = 0 



 
 
 

 כפונקציות של אנרניה כאשר:. למצוא תנאי של תנועה סופית ולחשב זמני מחזור של תנועה מחזורית 11
 

𝐿א(     = �̇�2 − 𝑥2 ;  )ב𝐿 = �̇�2 − 𝑥 −
1

𝑥
𝐿 ג(  ;   = �̇�2 −

1

𝑥2 +
2

𝑥
𝐿ד(    ;   = �̇�2 − (𝑒𝑥 − 1)2 ;  

𝐿ה(     = �̇�2 − 𝑡𝑎𝑛2𝑥 ;   )ו𝐿 = �̇�2 − 𝑡𝑎𝑛ℎ2𝑥 ;    )ז𝐿 =
�̇�2+2𝑥−1

𝑥2 

 
 
 

 לעשות אינטגרציה של משוואות תנועה של מערכות:. 12
   

𝐿א(      =
�̇�2

𝑥
+ 𝑥�̇�2 + 𝑥 ;   )בL =

�̇�2+�̇��̇�

𝑥
Lג(  ;  =

�̇�2+2�̇��̇�𝑥+�̇�2

2
𝐿ד(   ;  = −√1−�̇�2 − �̇�2 + 𝑥 ;    

Lה(     =
�̇�2+2�̇�𝑥+�̇�2

2𝑥
 

 
 

 
 


